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ПРО НЕРІВНОСТІ ТИПУКОЛМОГОРОВА ДЛЯ ДРОБОВИХ
ПОХІДНИХ ФУНКЦІЙ, ЗАДАНИХ НА ДТИСНІЙ ОСІ
Одержано нові нерівності, які узагальнюють відомий результат Гейсберга, одержа-
ний для дробових похідних у формі Маршо, на випадок більш високих порядків похідних,
причому дробова похідна беретьсяза Ріссом. Нерівність зі старшою другою похідною є то-
чною.
Нерівності типу Колмогорова для норм проміжних похідних, особливо з
непокращуваними константами, знаходять важливі застосування в багатьохга-
лузях математики, і для цілих порядків похідних у цьому напрямку одержано
чимало результатів [1]. Для дробових похідних таких нерівностей відомо знач-
но менше. Деякі результати для похідних дробового порядкумістяться в (2-5;
8-10; 121. |
У даній статті для функцій, заданих на дійсній осі, для похідних за Ріссом
установлюється аналог результатаГейсберга |41, одержаного для дробових по-
хідних у формі Маршо. При цьому порівняно з результатом Гейсберга збіль-
шуються порядки як старших(цілих) похідних,так і проміжної (дробової).
Наведемо спочатку основні використовувані означення.
Через С - С(К) будемо позначатиг простір усіх неперервних та обмежених
на К функшй Г:В> К знормою =
==бої
Через Г, ‚ (в), 1<р<о, будемо позначати простір вимірюваних функцій
РІВ - В зі скінченною нормою
НИ,alldot)aspen
esssup|4i. ‚ро.
Для ге М та зе li,о] позначимочерез Гву;множину функцій Р:К -» К та-
ких, що #9 (+) =Е) локально абсолютно неперервна та Ё®).е. L (R)i1 покла-
демо Г,„(®):= L(RIAL, (R).
Означення 1 [7,с. 95-97]. - Дробовапохідна у формі"Маро порядку
ac (0, 1) функуй#: В. > Ввизначаеться формулою
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DINO) = FGegyfet
(коли ці інтеграли існують), де T(x) - гама-функція Ейлера.
. дя
Для заданого 2.2 0 та ге М через Ф,, будемо позначати г-Й ra
періодичний інтеграл від функції Фо (t) = $21 ЗаМ з нульовим середнм зна-
ченням на періоді; Ф, = ф,,. Функції ф,, називають ідеальними сплайнамиЕй-
лера.
Ми також будемо використовувати такі функції: Ф,,, яка дорівнює
п кт . п
о+(2) ‚ якщо XE"| 1 max фу,(0), якщо хеВз
$, =$ф,, та функцію @,, aKa дорівнює: ф, (х), якщо хе [- n/2, 7/2];
max @,(t), якщо хе (x/ 2,00); min, (t), якщо хЕ (-,-п/2). |
Результат Гейсберга (4) можна подати в такому вигляді.
Теорема 1. Нехай а є (0,1). Для всіх функцій Ї є Li... (R) справедлив
mouniнерівності
 
 DS,     ин. о
i,|2.
У даній статті одержано аналог теореми 1 для дробових похідних за Ріс-
сом порядку © (0,2) |7; при цьому порядок старшоїпохідної може дорівню-
вати = 2,3,..., та для г - 2знаходиться найкращаконстанта. oe
Означення 2. Дробова похідна за Ріссом ropaony ‹а є (0,2) функції
f:R—>R визначається формулою
ово ОхБуох)F(x -а
2Г(- а)соз(ол /2) 3J hits
(коли цей інтеграл існує); причому при дб- | нормуючий множник вважається
рівним своєму граничномузначенню при а. -» 1, тобто рівним (- 2/ п).
Важливу роль у наших міркуваннях відіграватиме теорема порівняння
Колмогорова для похідних. Наведемо її формулювання як воно дається в
16, с. 122). Нехай
мк)є1,(ВУ , є.
 (D°£)(x) =
Теорема 2. Нехай Р є М, (К.) (г 21,2...) та |ЕЇ, ру. для деякого
3. Тоді:
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1) якщо f(x)= Фо (У), то Е’) «ру,(У) (для г «| у припущенні, що
Ех) існує);
2) справедливі непокращувані(в умовах теореми) нерівності
Irs       «ФонКіото.
Наведемо основнийрезультатданоїстатті.




    
 ©
Для г=2 константа рес,
 
|. ДоДо у (2) є непокращуваною та (2) перетво-
рюється на рівність для функціїФ,.
Зауваження. Для ає (0,1) твердженнятеореми встановлено авторами в
[10]. У данйй роботі ми покажемо, що міркуванняз (10) практично без змін пе-
реносяться на випадок й, є(0,2).
Доведення. Візьмемо спочатку."функцію Г таку, що |e!"I, =1 та вибе-
ремо2.» 0 так, щоб |І.=$...
 
-Будемо оцінювати|eЕо)Me.
_ Зауважимо, що ми можемо вважати функцію. Епарною,оскільки для
)= f fx)fСх)
парної функції f“(x подобою, ЯКО ВИПЛИВА 3 означення похідної,
(рчче"Уо)« (реро), та, згідно. 3 властивостями_норми,ь гІ. «|,
ler,
длива 1 для #.
‚ Для доведення нерівності (2) доведемо оцінку
(2-4)=05,©). о ©
Для цього, враховуючипарність Ї , покажемо, що для всіх h > 0 |
[F(h)-£(0)| <6,.(h)-G,,(0)].
  4  Е“| ; отже, якщо нерівність справедлива для Ї", вона також справе-
Розглянемо 3 випадки.
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1) Hexat cnowatky 0<h<x Нехай 8(х)=х+ h, якщо хе (- h, 0];




Yepes r(f,х) будемо позначати спадне переставлення звуження функції
If| на проміжок [- hh] (означення 1 властивост! спадного переставлення [6,с.
111-113].
Спочатку доведемо одну допоміжну нерівність для переставлень. Точ-
ніше, покажемо, що для всіх х є (0,2h)
feos, , х)- Р", x)fax >0. | _ (4)
0
Варто зазначити, що це". о)» г(Р",0) (це випливає з означення пере-
 
ставлення та з того факту, що оскільки ll. =[6.. | ‚ то за теоремою 2
> Но
fs lor, ). Далі, покажемо, що різниця (x)= r(6",,x)-r(£”,x) at    
знак на інтервалі [0,2h] не більше одного разу. Дійсно, припустимо, що \у зм1-
нює знак більше одного разу. Тоді існують три точки у, «У, «У такі, що
му, )» 0, wly,)<0 Ta зму)» 0. Позначимо - через 7, та 25
(у, «2, «У, 42, « уз ) найближчідо точки у, нуліцієїрізниці. Тоді на інтер-
валі (2,2,) буде w(x) < 0 (та w(z,)= 0). Таким чином, на інтервалі (у», 2»)
Яихi). Нехай
Хо (0,х, } — така точка, що ГР", х, |= |+хо) . Тоді обов'язково -
иіснує така точка х,, що ц'(х,)» 0 і отже (Г(б",х,)
 
Е(f"ху»|=7.23% о): а (5)
Але ця нерівність суперечлива. Дійсно,
ms :1
хо)ЕТ
em | yer | 2)
Фа Ха | , Хо |







    
 
  нує щонайменше дві точки X} Ta Xx; Taxi, LO
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вх?) єПЕ(жЇ. Але тоді
ЕЕ:|6;хо) ,
 






Дійсно,згідно з властивостями переставлень ця нерівність еквівалентна нерів-
ності
h
  їжуг Дах 2 £"(x)|dx ‚
З
яка є частковим випадком результату Б. Боянова і Н. Найдьонова |11, теорема
3].
Ураховуючи все вищесказане, бачимо, що різниця w(x) змінює знак з
«у»на «-» та інтеграл від y(x) по інтервалу [0,3], де вона додатна, більший за
інтеграл по інтервалу Їх,2h], де вона від'ємна. Таким чином, первісна
P(xучЇмо зростаючи до точки Х та спадаючи після неї, зменшується на
величину, яка менша за максимальне значенняw(x).у точці xX, Я отже залиша-
ється невід'ємною. Нерівність(4) доведено.
Тоді, згідно 3лемою 3.2.6 [6, с.1 14
щекаКиJaxx. ©
0
Повернемося тепер до нашої оцінки. Враховуючи.властивості перестав-





ely м г ~
25 [rlИФ, Ххx)r(g,x)dx =aт [65.69(x)dx = Ox. (b)-G,,, (0),
0 24
що Й потрібно було довести.
2) Нехай тепер 5: <h< 5 . Якщо припустити, що для деякого П
lf(h)~ £(0)| > Фу,(в)- 9»,(0), | |
то одержуємо суперечність з лемою 3.3.1 (6,с. 119), яка використовується при






3) Для В <|E+) ця нерівність негайно випливає з обмеження
№]. = li... -








(реє0є =|ee cy lap
2Г(-ии:5
< -1 уфыСВ)- 2$.(0) =
2Г(- a.)cos> о в
(рф,До) є ра,ДО ›‚
тобто оцінку (3) доведено.4 цієї оцінки випливає нерівність
. «рф,|. = hte D°G,     
 
    
Підставляючи в одержану нерівність 2., яке за припущенням було вибране рів-
ним ^= (5.1. fo)
         
   
Ne, для функцій 3| =1 отримуемо нерівність (2):
«рIp <
во









даючи. функцію fe=тoy Ta застосовуючи до неїдоведону нерівність, onep-"
 
жуємо, що нерівність (2) мае місце для всіх функцій f = І,„®).Коли г=-2,
то для , є Li,a(R) нерівність перетворюється на рівність, оскільки ler.=,
Теорему доведено.
Для г» 2 функція бє І.В), оскільки вже її другапохідна має роз-
риви в точках - д,л. Тому в цьому випадку ми не можемо застосувати нашу
нерівність до Ф, і не можемонічого сказатипро точність доведеноїнерівності.
Застосувавши до нерівностей (1) та (2) метод Стейна [13] (див. також
11, с. 841), одержимо їхні аналоги у просторі г. (В), 1<р<о; при цьомупи-
тання про точність одержаних нерівностей залишається відкритим.
‘ - . oe 2
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